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Resumo

Este artigo apresenta uma analise aprofundada de juros compostos, taxa efetiva,
capitalizagdo continua e anuidades. Sido exploradas as principais férmulas
matematicas, suas derivacbes e aplicagdes praticas em investimentos e
financiamentos. Por meio de exemplos numeéricos, demonstra-se como esses
conceitos influenciam o crescimento dos investimentos e a eficiéncia dos
financiamentos, destacando sua relevancia na gestdo financeira e na tomada de
decisdes estratégicas.
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Abstract

This article provides an in-depth analysis of compound interest, effective interest rate,
continuous compounding and annuities. It explores the fundamental mathematical
formulas, their derivations, and practical applications in investment and financing
scenarios. Through numerical examples, the study demonstrates how these concepts
affect investment growth and financing efficiency, highlighting their importance in
financial management and strategic decision-making.
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1. Introdugao

A compreensdo dos conceitos de matematica financeira € fundamental para a
analise e tomada de decisbes em investimentos e financiamentos. Este artigo explora
de forma aprofundada temas centrais como juros compostos, taxa efetiva,
capitalizagdo continua, séries de pagamento e anuidades, que s&o essenciais para
entender a evolugdo dos valores ao longo do tempo e para avaliar alternativas de
aplicacao de recursos.

Neste trabalho, sdo apresentadas as formulas matematicas que sustentam
cada um desses topicos, bem como suas derivagdes e aplicagcdes praticas por meio
de exemplos numéricos. Dessa forma, o artigo fornece subsidios para investidores e
gestores financeiros, possibilitando decisbes estratégicas embasadas em analises
quantitativas rigorosas.

O objetivo é oferecer uma visdo integrada dos mecanismos que regem o
crescimento dos investimentos e o financiamento de operagdes, contribuindo para o
desenvolvimento de uma compreensao mais profunda da dinamica financeira.

2. Juros Compostos

Os juros compostos desempenham um papel fundamental nas finangas,
influenciando decisbes de investimento, financiamentos e analises econémicas.
Diferentemente dos juros simples, onde os rendimentos sdo calculados apenas sobre
o capital inicial, os juros compostos permitem que os juros acumulados sejam
reinvestidos, resultando em um crescimento exponencial do montante ao longo do
tempo.

A compreensdo dos juros compostos € essencial para tomar decisdes
financeiras informadas. Planejamentos de longo prazo, como aposentadoria e
investimentos em renda fixa, s&o significativamente impactados pela taxa de juros e
pela frequéncia de capitalizagéo.

Os juros compostos sdo um dos conceitos mais poderosos das finangas,
desempenhando um papel crucial na acumulagdo de riqueza e na gestdo de
financiamentos. Seu efeito exponencial ressalta a importancia de compreender as
taxas de juros e os periodos de capitalizagdo, sendo um tema central para
investidores, economistas e gestores financeiros.

A formula dos juros compostos pode ser deduzida considerando a maneira
como 0s juros se acumulam ao longo do tempo.

Seja C o capital inicial e i a taxa de juros por periodo. No primeiro periodo, o
capital cresce para:

C,=C-(1+10)

No segundo periodo, os juros s&o aplicados ao novo montante:

CZZCI'(1+1):C'(1+I:)2

Generalizando para n periodos, temos:

C,=C-(1+0"
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Assim, a férmula dos juros compostos é:
M=C@A+i"

Onde:

M = montante final,

C = capital inicial,

i = taxa de juros por periodo,
n = numero de periodos.

Enquanto os juros simples sdo calculados apenas sobre o capital inicial, os
juros compostos reinvestem os juros acumulados. Esse efeito multiplicador faz com
que a diferenga entre os dois métodos se torne mais significativa com o passar do
tempo.

Exemplo numérico:
Um investimento de R$1.000 a uma taxa de 10% ao ano resultara em:

Juros simples apdés 3 anos:

M = C(1+in) = 1.000 (1 + 0,1 -3) = 1.300

Juros compostos apés 3 anos:
M=Cc@A+i)"
M =1.000 (1 + 0,1)3 ~ 1.331

Exemplo numérico:
Calcular o capital necessario para produzir um montante de 1.000, em um
periodo de 12 meses, com uma taxa de 1% ao més.

M=CA+i)"
1000 = C(1 + 0,01)*2
1000 = C - 1,012
1000 = C -1,1268

1000
=~ C

1,1268
C ~ 887,47

Exemplo numérico:
Qual a taxa mensal necessaria para triplicar um capital de 1.000 em 2 anos?

M=CA+i)"
3000 = 1000(1 + i)%*
3000 _ )24
1000 (1+0)
3=>01+0)*
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1
324 =1+1i
1,046839 ~1+1i

1,046839-1 = i
i = 0,046839 ou 4,68%

Exemplo numérico:
Em quanto tempo um capital de 1000 duplica de valor, considerando-se uma
taxa de juros de 3% ao més?

M=c@+i"
2000 = 1000(1 + 0,03)"
2000 _ 1,03

1000
In2=1In1,03"
0,693147 ~n-1In1,03
0,693147 ~ n - 0,029559

0,693147
0,029559
n ~ 23,45

n

Arrendondando para cima, temos:

n = 24 meses

3. Taxa Efetiva

Sempre que a frequéncia de capitalizacado coincidir com a frequéncia da taxa,
dizemos que essa taxa é efetiva pois ja indica exatamente o valor dos juros que seréo
adicionados ao capital. Por exemplo 12% ao ano, com capitalizagdo anual € uma taxa
efetiva.

Contudo, se a frequéncia de capitalizacdo nao coincide com a frequéncia da
taxa (por exemplo 12% ao ano, com capitalizagdo mensal), dizemos que essa taxa é
nominal e nao efetiva, pois ela n&do nos da com precisédo o valor dos juros que serao
capitalizados.

Portanto, é necessario fazer alguns ajustes nas formulas de juros compostos
quando estamos trabalhando com taxas nominais. Também é possivel se transformar
as taxas nominais em efetivas, assim sendo, pode-se utilizar as férmulas
convencionais de juros compostos.

O ajuste na formula do Montante (M) dos juros compostos, € conforme segue:

kn
M=cC (1 + E)
Onde:

k= numero de capitalizagdes em 1 periodo da taxa nominal
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Se a taxa nominal estiver no periodo anual e a capitalizagdo for mensal, por
exemplo, temos k = 12 capitalizagcdes em 1 ano. O montante deve ser calculado assim:

i 12n
M=C|1+-—=
< * 12)

Se a taxa nominal estiver no periodo mensal e a capitalizacao for diaria, temos
k= 30 capitalizacbes em 1 més. O montante deve ser calculado assim:

i 30n
M=C|14+—
(1+30)
Exemplo numérico:
Um banco emprestou a importancia de 1.000 por 1 ano. Sabendo-se que o
banco cobra 12% a.a. com capitalizacdo mensal, calcule o montante devolvido
ao final de 1 ano.

M=C 1+1kn—1000<1+0’12)
B ( k) B 12

M = 1000(1 + 0,01)*2 = 1000 - 1,012
M = 1000 -1,1268
M =1.126,80

12-1

Para transformar a taxa nominal em efetiva, devemos igualar os montantes
obtidos sobre o mesmo capital, aplicado pelo mesmo periodo de tempo, com base
nessas duas taxas:

Por exemplo, transformar a taxa nominal de 12% ao ano com capitalizagéo

mensal, em efetiva:
. kn

c(1+ 1) = ¢ (1+2om)

. n inom n
(1+iep)" = (1+72)
1

Gt T = (14 222) ]

i k
1+ief:<1+nl(;)
k

l
fef = <1+ ”;;’") -1

Onde:
I = taxa efetiva;
inom = taxa nominal.
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Exemplo numérico:
Transformar, em efetiva, a taxa nominal de 12% ao ano com capitalizagao

mensal.
. k 12
i 0,12
ief:(” "Zm) _1:<1+ 12) -1
lef = (1+0,01)2-1=1,01"2-1

iy = 1,1268 — 1 = 0,1268
Loy = 12,68%

4. Capitalizagao Continua

Sabemos que a formula da capitalizagdo composta para um periodo discreto é:

i
M_C<1+E)

kn

Onde:

M =montante final,

¢ = capital inicial,

/ =taxa de juros nominal

7 = tempo,

A =numero de periodos de capitalizagcdo para um periodo da taxa nominal

Se a capitalizagdo ocorrer um numero infinitamente grande de vezes por
periodo da taxa nominal, fazemos k — oo:

i kn
M=lim[C<1+—) l
k—>oo k

1kn
M=C g&(l-l_ﬂ)
k.
1 Tl'n
M=C-li (1 —
n1—>r2> +k/1
k-i-n
M= lim [(14+—)
= -nl_r)?o +k_/1

k_' in

Pela definicdo do numero de Euler (e):
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1 X
lim <1 + —) =e
X
Entao:
k
L

] 1
llm<1+k—/i) =e

Substituindo na equacgao anterior, temos:

M=C-[e]"

Ou, simplesmente:
M = Ce™™

Exemplo numérico:
Qual o valor do montante obtido em uma aplicagdo de 1.000, taxa continua de

10% ao ano, pelo prazo de 5 anos?
M = Ce™ = 1000 - e®15

M = 1.000 - e%°
M = 1.000 -1,64872
M = 1.648,72

Exemplo numérico:
Qual o capital necessario para se obter um montante de 5.000 supondo uma

taxa continua de 2% ao més pelo prazo de 24 meses?

M = Ce™™
5000 = C - ¢00224
5000 = C - %48
5000 = C -1,616074
5000

1616074
C =~ 3.093,92

Exemplo numérico:
Qual a taxa continua necessaria para se quadruplicar um capital aplicado por

um periodo de 10 anos?
M = Ce™™
AC = Ce'10
4 = elOi
In4 = Ine%
In4 = 10i
1,386294 = 10i
1,386294 .
0
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i = 0,13860ui = 13,86% ao ano.

Exemplo numérico:
Qual o prazo necessario para se triplicar um investimento efetuado a uma taxa
continua de 3% ao més?

M = Ce™
3C = Ce003m
3 = 0031
In3 = Ine%03n

1,098612 = 0,03n
1,098612
—_—=n

0,03
n = 36,62

Ou, arredondando para cima:
n = 37 meses.

E possivel transformar um taxa continua em discreta, e vice-verso. Para isso,
basta igualarmos os montantes produzidos em cada situagao:

Capitalizacao Discreta:

Onde:
d = taxa de juros discreta
Capitalizacdo Continua:
M = Ce™

Onde:
r = taxa de juros continua

Igualando as duas formulas, temos:

d kn
C<1 +E) = Ce™

www.processus.edu.br 8 Revista Processus Multidisciplinar - 2025;06:e111374


https://processus.edu.br/

Revista Processus Multidisciplinar, Ano 6, Vol. V, n.11, jan.-jun., 2025

1+8) e
(1+3) =

Para transformar uma taxa discreta em continua, devemos isolar o termo r:

d k
ln<1+—) =lIne"

k
dk
r=ln<1+z)
=kl <1+d)
r = n k

Exemplo numérico:
Transformar uma taxa de 12% ao ano, capitalizada mensalmente em taxa

continua.
d 0,12
r=kln<1+E):12-ln<1+ )

12
r=12 -In(1+0,01)
r =12 -In 1,01
r = 0,1194 = 11,94%

Para transformar uma taxa continua em discreta, temos que isolar o termo d.

dk
(1+7) ==

1/k

d k
8]
d
1+ E = (er)l/k
—=e"/k -1

d=k(e™/*-1)

Exemplo numérico:
Transformar uma taxa de 12% ao ano continua, em uma taxa anual com

capitalizagao mensal.
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d=k(e™/*-1)
d = 12(60'12/12 _ 1)
d = 12(e%01-1)

d = 12(1,010050- 1)
d = 0,1206 = 12,06%

Uma aplicagdo muito utilizada da capitalizagdo continua é no calculo do retorno
de ag¢des. O comportamento das agdes aproxima mais de uma capitalizacédo continua
do que discreta, ja o processo de formagao dos pregos acontece praticamente em

tempo real.

Por exemplo, supondo que uma agao € adquirida no dia anterior (t — 7) pelo
preco P,_; e depois € vendida no dia seguinte ( t ) pelo prego P_{t}. Supondo
capitalizagdo continua, o retorno (ou rentabilidade) obtido nessa operagédo pode ser

calculada conforme segue.

Incialmente vamos reescrever a formula do montante com capitalizagcéo
continua. Faremos M = P;, C = P,_; e n = 1 (pois nesse caso o prazo da operagao é
um dia). Vamos chamar a taxa de juros r de R_{t}.

Entdo podemos reescrever:

M= Ce™
P, = P_jefr®

Pt = Pt_leRt

Agora precisamos isolar o termo R, para calcular o retorno continuo da agéo de

um dia pro outro.

Ou

Exemplo numérico:

Uma agao foi adquirida no dia 2/1 por 10,00. No dia seguinte (3/1), a agao foi
vendida por 12,00. Qual o retorno continuo dessa agao de um dia pro outro?

www.processus.edu.br
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R,=In— =1 12
=M T M0

R =1In1,2 =10,1823 = 18,23%

5. Séries de Pagamento

Nas operagdes financeiras, o capital pode ser pago ou recebido de uma unica
vez ou por meio de uma sequéncia de pagamentos ou recebimentos. Quando o
objetivo é acumular um capital para o futuro, trata-se de um processo de
capitalizagao. Por outro lado, quando a finalidade é quitar uma divida, tem-se um
processo de amortizagao.

As séries de pagamentos podem ser classificadas em dois grandes grupos:
certas (deterministicas), quando todos os pardmetros — como valor dos
pagamentos, duragcdo e taxa de juros — sao fixos e previamente definidos, ou
aleatérias (probabilisticas), quando os valores e os vencimentos dos pagamentos
seguem um comportamento incerto e podem ser modelados por variaveis aleatérias.

Além dessa distingdo, as séries de pagamentos também podem ser
categorizadas da seguinte forma:

a) Quanto a periodicidade:
Periédicas: os pagamentos ocorrem em intervalos regulares.
Nao periédicas: os pagamentos ocorrem em intervalos irregulares.

b) Quanto ao prazo:
Temporarias: possuem duragao limitada.
Infinitas: n&do possuem um numero maximo de pagamentos.

c) Quanto ao valor dos termos:
Constante (uniforme): todos os pagamentos tém o mesmo valor.
Variavel: os valores dos pagamentos mudam ao longo do tempo.

d) Quanto a forma de pagamento:
Imediata: os pagamentos iniciam no primeiro periodo.
Diferida: o primeiro pagamento ocorre apés um periodo de caréncia.

e) Quanto ao momento dos pagamentos:

Postecipadas (vencidas): os pagamentos sdo efetuados ao final de cada
periodo.

Antecipadas: os pagamentos sdo realizados no inicio de cada periodo.

As séries uniformes (ou anuidades) correspondem aquelas em que os
pagamentos ou recebimentos ocorrem em valores constantes e em intervalos
regulares. Sua representacdo matematica pode ser expressa da seguinte forma:

a) Na otica do Investidor:
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0 1 2 3 n—1

N

R R R R R

Onde:
R = pagamento periddico fixo
F = valor futuro ou montante

b) Na ética do Tomador (do empréstimo) / Devedor:

P

1 2 3 n—1 n

N

R R R R R

Onde:
R = pagamento periodico fixo
P = valor presente ou principal

5.1 Valor futuro de uma anuidade postecipada

A anuidade postecipada consiste em n pagamentos R, realizados ao final de
cada periodo, e sujeitos a uma taxa de juros i por periodo. No instante final, queremos
determinar o montante acumulado F.

Os depositos ocorrem nos tempos t = 1, 2, ..., n, € cada um acumula juros até o
tempo n:

- O primeiro pagamento R (feito no periodo 1) sera capitalizado por n-1

periodos, ou seja, seu valor futuro sera R(1 + )" 1.

- O segundo pagamento R (feito no periodo 2) sera capitalizado por n-2

periodos, e seu valor futuro sera R(1 + i)™ 2.
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- O ultimo pagamento R (feito no periodo n) nao sera capitalizado, pois &
realizado no ultimo instante. Seu valor futuro é simplesmente R.
Portanto, o valor futuro (F) € a soma dessas contribuigdes:
F=RA+D"'+RA+D"2?++RA+D)'+RA+1)°
Onde:
R = valor do pagamento periédico;
i = taxa de juros por periodo;
n = numero total de periodos.
Simplificando, temos:
F=R+RA+)+RA+*+--+RA+iD)"2+RA+D"?
A soma acima é uma progressao geométrica (P.G.) com:
- O primeirotermoa = R;
-Arazdoq = 1+1i;
- O numero de termos é n.
Soma dos n termos de uma progressao geométrica (S,,):
Sabe-se que o termo geral de uma P.G. é:
a, = aq™ !
Onde:
a = primeiro termo da P.G.
q = razao da P.G.

Assim, podemos escrever a soma (S,) dos n primeiros termos de uma P.G.:

S, =a+aq+aq*+ - +aq"?

Multiplicando ambos os lados por q:

qS, = aq +aq*+aq®+ -+ aq™

Subtraindo as duas equacbes, temos:

Sp—qS, =(a+aq+aq*+--+aq™ ') — (aq + ag* + aq® + - + aq™)

Cancelando os termos comuns:
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Sn—qSp =a—aq"
Fatorando S,, no lado esquerdo:
Spn(l—¢q) =a(l—q")

Isolando S,;:

Multiplicando-se e dividindo-se a equacgéo acima por -7, temos:

gt -1 —l4gn
I PSP R I iy

Sn

Por fim, reorganizando os termos, temos:

Agora, podemos aplicar essa formula para encontrar o valor futuro da anuidade:
F=R+R(1+)+RA+)*+--+RA+D)"?+RA+)"?
a =R
q=1+1

*—-1 1+ -1

Sn=a o =R g T

Por fim, podemos agora escrever a formula do valor presente de uma anuidade
postecipada:

1+)"—-1
ENCED

F

Exemplo Numeérico:
Vocé fara depodsitos mensais de R$ 1.000,00 no final de cada més durante 5 anos. A
taxa de juros mensal é de 1% (ou 0,01). Calcule o valor futuro da anuidade apos 5
anos.
Solugao:

Pagamento periédico (R): R$ 1.000,00

Taxa de juros (i): 0,01 ao més

Numero de periodos (n): 5 anos = 5 x 12 = 6 meses.
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1+)"—-1
ENCETEY

F

(1+40.01)%° — 1

F =1000- 0.01

1.816697 — 1

F =1000- 0.01
F = 1000 -81.6697

F = 81.669,70

5.2 Valor presente de uma anuidade postecipada

O valor presente P sera igual a soma dos valores presentes de todos os
pagamentos R futuros. Ou seja, é a soma dos termos que representam o desconto de
cada pagamento até o momento t = 0.

P= R + K + et K
T 140 (1410)2 1+)n

Essa expressao representa a soma dos termos de uma Progressao Geométrica

L R ~ 1
onde o termo iniciala = —earazdoq = —.
1+i 1+i

Sabemos que a soma (S,,) dos termos de uma P.G. é igual a:

Simplificando, temos:

R () -

T ()

R (1+DTm-1
140 1-(Q+90)
1+
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R a+dT-1
Y —i
1+1

_ R e q L
EEETER I

1+ -1
—i

Multiplicando e dividindo por -1, temos:

1+)7"-1 -1
—R.— 7 -

Sn — —1

1-—1+)™

S, =R l

Por fim, podemos escrever a formula do valor presente de uma anuidade

1—-(1+D™
i

P=R

Exemplo numeérico:
Suponha que um carro custa R$ 50.000,00 e sera financiado em 48 parcelas
mensais com uma taxa de 1% ao més. O objetivo é calcular o valor da parcela

(R).

1—(1+0D)™
i

P-i

kR=1—a+o—=

R 50.000 - 0,01
T 1-(14+0,01)"48

_50.000-0,01
©0,379740

R = 1.316,69
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5.3 Valor futuro de uma anuidade antecipada
Nesse caso os pagamentos ocorrem no inicio do periodo. A primeira parcela
vai a valor futuro pelo periodo n completo. A segunda por n-1, e assim
sucessivamente. A penultima parcela capitaliza por 2 periodos e ultima por 1 periodo,
como mostra a equagao a seguir:
F=RA+)"+RA+D"*+-+RA+)*+RA+i)*
Reordenando, temos:

F=RA+D)'"+RA+D*++RA+D"+RA+ D"

Essa soma de termos em progress&o geomeétrica, possuio 1°termoa = R(1 +
i)erazédoq = 1+1.

Substuindo na féormula de S,,, temos:

-1 A+ -1
1 = RO+ DTy

Por fim, a férmula do valor futuro de uma anuidade antecipada:

F = R(1+i)w

Ou, também pode ser escrito assim:

F:R(1+i)"+1 - (140
i

Exemplo Numeérico:

Uma pessoa decide investir R$ 1.000,00 por més em um plano de previdéncia privada
com depdsitos no inicio de cada més (anuidade antecipada). O plano rende 1%
ao més, e os aportes serao feitos por 30 anos. Qual sera o valor futuro acumulado?

F:R(1+i)"+1 -1+
i

1,01361 — 1,01
0,01

F =1.000 -

F =1000-3529,913774

F = 3.529.913,77
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5.4 Valor presente de uma anuidade antecipada

Semelhante ao valor presente de uma série postecipada, mas iniciando os
pagamentos no inicio de cada periodo, podemos escrever assim:

R R R

Pearptaro " taro—

Simplificando:

P=R+ X +t X
@+ (1+)n1
1 n
-1 (753) 1
S, =a =R-
q-1 1 )_1
1+
Simplificando, temos:
S a+im™-1
n 1-(1+10)
1+
B a+m™-1
=R- —
1+

1+

=R-[A+D7"-1]-—

=R(1+i)-(1+iz#

Por fim, o valor presente de uma anuidade antecipada é:

A+ -1

P=R(1+i)- l

Exemplo numeérico:
Vamos refazer o céalculo da prestagédo do carro de R$ 50.000,00 financiado em
48 parcelas mensais com taxa de 1% ao més, agora com série antecipada.

1—(1+i)™

P=R(1+1i)- l
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B P-i
R_(1+i)[1—(1+i)—"]

50.000- 0,01

R = as 00D =a+o0D)

500

R=3383537

R = 1.303,66
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